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mittels Reduktion der Ordnung unschwer losen :
N / ¢
vi=u = v+ 2-E+a v =0
—>  homogene Gleichung jter Ordnung fiir v

— () :exp(IZ%—i—adt)

Beispiele und Bemerkungen zu
Linearen Differentialgleichungen 2%€* Ordnung mit
variablen Koeffizienten
betrachte y"(z) + a(x) y/'(x) + b(z) y(z) = 0 auf I C R.

bisherige Annahme : a, b nur stetig.

Macht man sehr viel stirkere Annahmen, so gelingt es
manchmal, eine nicht-triviale Losung ¢ von (%) zu konstruieren.
Dann kann man unter Umstédnden Satz 22.9 benutzen und erhalt
cin Fundamentalsystem, also mit 22.8 eine Ubersicht iiber die
Losungsgesamtheit auch im inhomogenen Fall. Das Stichwort ist

Potenzreihenansatz : (— Ubung!)

Voraussetzung :
a(@) =) ap(z — ), b(z) = Bilz — o),
k=0 k=0
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d.h. : die Koeffizienten a(z), b(x) in (%) lassen sich
um x, € I als konvergente
Potenzrethen schreiben.

Dann setzt man

y(z) =Y iz — ),
k=0

d.h. man geht davon aus, dass es eine cmalytz'sché
Ldésung gibt. |

Finsetzen + Identitatssatz

—> Rekursionsformeln fiir v in Termen von «ay,, By
danach :
Probe, ob Y yi(z —z.)* auf Umgebung von z, kon-
k=0
vergent ist |

falls ja :

Rechnungen wie

( f: V(T — mo)k> " zoo:k;(k )z — )2
k=0

k=2

sind erlaubt.

— y(x) 16st die Differentialgleichung.
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Ubung :

(1) Legendre-DGL. :

1+2%)y"(x) =2z -y (z) +nn+ 1 y(r) =0 auf (—1,1), n e N,

(kommt in der theor. Physik vor)

Potenzreihenansatz liefert :

= Bz = 2%!7;’%(:62 — 1" Lvegendre—Polynom
(der Ordnung n).

(2) Hermite-DGL. :

Y'(@) —22y/() + 2ny(x) =0 aufR, n € N,

Potenzreihenansatz ergibt :

—  |Hy(z) = (—1)"e*"L.c~*"| Hermite-Polynom

dz™

(der Ordnung n).

P, bzw. H, sind Losungen zu (1) bzw. (2) fir das
jeweilige n.

Wir konstruieren fiir die Legendre-Dgl. mit n = 1

ein Fundamentalsystem :

(1—2%)y"(z) — 229y (z)+2 -ylx) = 0 auf (—1,1)

s y"(x) — 1_2_22 Y () + 1_2x2y(96) = 0 auf(-1,1)
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bekannte Losunge :  ¢(z) =s-2x =1z = P (x)

1
2

Ansatz : W(x) = u(zr) -z auf (0,1) (dortist ¢ #£0!)

— Dgl. flir v geméB 22.9

1 2 > (@) = 0

u"(x) + (2— —

r 1—x2

oder mit v = v’ :

V() + (3— 2 ) v(z) =0

r 1—xz?

2 2o
x 1—22

Losungsformel :  v(x) = exp (Staminfunk’tion_zu
(vgl. Satz 22.4)

— v(z) = exp ( —2-Inz —In(1 - 332)) - 12-(11—.%2)

_ 1 1(1 1
g2 + 2 (1—3: + 1+:r)

I 1 l+x
= der = ——+=1
— u(x) /v(az) % Sty Ino—
Es folgt : \If(x):x-u(x)zglnif—i—l.

Bei der Anwendung von 22.9 mufiten wir uns auf ein In-
tervall J C (—1,1) ohne Nullstelle von ¢(z) = z be-
schrianken, also etwa auf (0, 1).

Eine Probe zeigt aber :

47
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U(z) = 2IniE — 1 ist auf (—1,1) definier-
te Losung der Dgl. und spannt mit ¢ den
Losungsraum auf.

5) Lineare Systeme pter Ordnung mit konstanten
Koeffizienten und (lineare Gleichungen n'®T Odnung
mit konstanten Koeffizienten)

Sind im Prizip die einzigen Fille, fiir die es-systematische Metho-
den zur Bestimmung von Fundamentalsystemen gibt.

Betrachte das System
(1) ¢y¥=Ay, y:R—=R

mit konstanter n x n - Matrix A = (a;5);

Lésungen ezistieren auf ganz R (nach dem Existenz- und Ein-
deutigkeitssatz)

Falln=1:

Y =a-ymitae R = y(x) =e ist Losung (dim
des Losungsraumes = 1)

Deshalb machen wir den Exponentialansatz :

(2) |y(x)=eMv, NeR, ve R\ {0}

dann ist :

y'(x) = A y(z),

also gilt :



i
|
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y'(z) = Ay(x)
= AeMy=eMAy

— Av =l v 1st Eigenvektor zum Eigenwert A

D.h.: Wir miissen zur Losung von (1) mit dem Ansatz (2)
Eigenwerte von A und Eigenvektoren bestimmen.

Da die Eigenwerte reeller Matrizen auch komplex sein kénnen,
betrachten wir zunéchst die

A e C™"  komplexe n x n Matrix
komplexe Situation :

y: R— C", y’:Ayauf]R

Dann gilt wie oben mit A € C, v € C" ;

y(z) =eMv Lsg. <= AEW.von A4, v E.V. zu A

Die Eigenwerte von A ergeben sich als Nullstellen des

charakteristischen Polynoms P4()\) = det(A — A
Id).

Py(A) ist ein Polynom vom Grad n iiber C

—> dn Nullstellen A;, ..., A\, € C von P4() nicht notwendig alle
verschieden, d.h. es kénnen Vielfachheiten > 1 auftreten.

Fassen wir die Ergebnisse in folgenden Satz zusammen :

Satz 22.10 :

Die Funktion y(z) = e’y ist Losung genau dann,
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wenn A € C ein Figenwert von A und v € C" en
zugehiriger Eigenvektor ist. Die Losungen e * vy, sind
linear unabhdingig iber C genau dann, wenn die Vek-

toren vy linear unabhdngig sind.
Speziell :

A

Ak #F N = yx) = e Ty, ye(x) = e vy sind linear unabhdingig.

Beweis der letzten Aussage :

Seien oy, ...,a, € C, M < n, komplexe Eigenwerte
(nicht notwendig alle verschieden), wy, . . ., wys zugehorige

EV. e C" Setze
y |
yo(x) = e w, und  y(z) = Zﬁg ye(x) mit Koeflizienten g, € C.
' (-1 -
Dann gilt :

| M
y=Ay und y(0)= zﬁgwg.
—

Aufidem :
{wi,...,wy?} linear abhingig

< y(0)=0 fiir passende Wahl von S, ..., 5, € C nicht alle 0
— y=0 nach dem Eindeutigkeitssatz 22.1, der auch in der C"—
wertigen Situation gilt (da C" = R?")

< Y1,...,yn sind linear abhéngig

Dass fiir Eigenwerte u # A die Losung linear unabhéngig
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sind, folgt aus der Unabhéngigkeit der Eigenvektoren zu
verschiedenen Eigenwerten.

Korollar (“Idealfall”) :

Besitzt A n linear unabhingige Eigenvektoren
vy, ..., € C" zu den Eigenwerten Ay,...,\, € C
(nicht notwendig verschieden), so bilden die Funktioner
y(x) =eM vy k = 1,..., n, ein Fundamentalsy-
stem iiber C, d.h. jede Losung y : R — €™ 1Bt sich aus
Y1, - -+, Yn erzeugen,. Das gilt insbesondere dann, wenn es
n verschiedene Eigenwerte gibt. |

Bemerkung :

Fur A = kommt nur 1 als Eigenwert mit

0 1
Vielfachheit n vor,

der Eigenraum von 1 ist trivialerweise n dimensional.

Wie kommt man zu reellen Lésungen, wenn A reell ist?

Sei A € R™", X € C Eigenwert von A, v € C" Eigenvektor zu A

ATy ist Losung.

— ylz)=e
Schreibe

A=a+if, o, fER, v=u+iw, u, w e R"
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— Mo = e (cos(Br) +isin(Bx)) (u + iw)
)

60[56

.

(cos(Bx i sin(fxz)w) +i €™ (sin(Bz)u + cos(Sr)w)

=z(x) ' =i 3% ()

= 2/(z) = Az(z), 2" (z) = Az*(x)

Ein komplexer Eigenwert liefert also zwei reelle Losungen.

beachte :

A € C\ R Eigenwert, ‘
v Eigenvektor zu A == X Eigenwert, 7 Eigenvektor zu A

fiir A\ € C\ Rist A # )\, also v und 7 sind linear unabhéngig iiber
C, d.h. Re v, Im v sind linear unabhéngig iiber R

—> 2z, z* sind linear unabhingig iiber R (der, E.-W. X ergibt —z,
—2z* als reelle Losungen!) | '

Satz 22.11 :  (Reeller Fall)

Ser A reelle n x n Matriz, A = u + iv komplexer
EW., v=a+1ib e C" ein zugehiriger E.V. Dann sind

(3) )
2*(z) = Im (M) = 6’“3<sin VT - a + CoS VT - b)

zwet Gber R linear unabhdngige Losungen von (1) mit
Werten in R".

|

|

|

2(x) = Re () = M ( CoSVT - @ — sin v - b)
Damit 148t sich die reelle Situation so beschreiben

|

|
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Korollar : “es gibt geniigend viele E.V.”

Sei A eine reelle n x n Matrix mit Eigenwerten A1, ..., A,
Ay A, € C\ R, S1,...,8, € R. Selen vy,...,v, €
C" (n=2p+q) EV’en zu Ay, ...,y und di,...,d,
E.V’en zu sy,...,s, Sind dann die Vektoren Rewy, . . .,
Rew,, Imwy,..., Imv,, dy,...,d, linear unabhéngig
iiber R, so gewinnt man ein reelles Fundamentalsystem
durch Benutzen von (3) (fiir v und \) und (2) (fiir d und

s).

Beispiel :

,
Y = Y1 — 2 |

% =2y—ys , also .

s = Ay — 2 — s
1 -2 0

Jx) =12 0-1]yk)

4 -2 —1

Pa(\) = det (A= X1d) = (1= N\ +A+2)

93
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1 1 1 1

E; te:  —=+14i=V7 i
lgenwerte y 2+z 2\/j 73 22
=\ 5

3 1
Eigenvektoren : (—2- + ¢ 5\/’—7, 2, 4) : (— — 1=

\ .

o4

=V

Loésungen dazu :

e = Re(e“v) = 3@ cos( \/:/:1:>
—e 2Tsm( \/_:1:>
2*(z) = Im(eMv) = e %xcos( \/7:10)

—l—e_%"" sin (—%\/?:IJ)

weitere Beispiele — Ubungen !

DO [

ooQI
\]

= DO bofwe
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Problem :

was macht man in Féllen, wo sich nicht geniigend viele linear
unabhéngige E.V.’en ausrechnen lassen?

Beispiel :
A= 7Y) pay = sy
“\4 -3) AV T

einziger £.W. —1 mit Vielfachheit 2, nur ein E.V., ndmlich
1

()

Hier versagt offensichtlich das Kémllar, und das st

immer der Fall, wenn

dim(Eigenraum zu A) < Vielfachheit von A in Pj.

1. Moglichkeit : “Jordan-Form”

Bringe A auf Jordan-Form und erhalte daraus Formeln fiir
ein Fundamentalsystem h

(— Literatur).

2. Moglichkeit : “Exponentialfunktion fiir Matrizen”

Sei A € R™". Man setzt

0,0]

exp(4) = 3 57 A%,

k=0
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wobei A* das k-fache Matrizenprodukt bezeichnet.
Wahlen wir

|A|| := sup |Av| (Operatornorm),

lv]<1

so 1st
1AF]| < (1A,
woraus die Konvergenz der Reihe folgt.

Sodann rechnet man nach :

i) e? = exp(A) ist immer regulér : (814)-1 =4
o 0 g™ 0

ii) exp =
0 oy, 0 edn

iii) elst4 = esdetd s t € R
iv) edtsid —esed, s e R
v) AB=BA = M8 =cleP=eBeA

vi) S regulir = SedS™!=exp(SASTY)

Vil L
) A™ =0 fiir ein m

5 m—1
A nilpotent, d.h. } Lgt 1.

viii) t > e ist diffenzierbar mit

dt

4 (etA) _ fetA
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Satz 22.12 :
Seit Ae R n, € R" undt, € R.

Die eindeutige Losung des linearen Systems

y(ta) = 1o
y'(t) = Ay(t), teR
15t
t—  exp ((t—to})A> (7o)

N >

M c;gfrz'x

Beweis :

Findeutigkeit klar! Nun zeige, dass diese Funktion das
AWP lost.

Korollar :
Sei A € R™",
Ein Fundamentalsystem zu y = Ay wird gegeben
durch
t—exp(tAle;, 1=1,... ,n,x

wobei {e;} eine Basis von R" bezeichnet (i.A. die kanoni-
sche Basis). '\

Beispiel :

A nilpotent, A™ =0

m—1

1
— tHZEtkAk(GJ,Z:L,n
| k=0

ist Fundamentalsystem.
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Bemerkung :

Die explizite Berechnung von e/ ist i.a. nicht moglich: um
zu verwertbaren Ergebnissen zu gelangen, ist man gezwun-
gen, auf die Jordan’sche Normalform von A zuriickzugehen
(— Literatur!)

Lineare Gleichungen nter Ordnung mit konstanten Koeffizienten

(1) y'(n) +an-ay™ V+an oy P+t y +acy =0

mit a.,ay,...,a,1 € Cfiry: R — C

v | : Y firY:R— "
|
K—a,o —ay ... ldots ... fanfl)

beachte :

Py(A = (——1)”{/\”+an_1/\””1+. . .+a1)\+ao} (Polynom iiber C)

Das charakteristische Polynom der Matrix A ergibt sich als Koeffi-
zientenpolynom der Gleichung (1). Durch Spezialisieren der allge-
meinen Ergebnisse auf (1) bekommt man

Satz 22.13 :  (Fundamentalsystem zu (1))
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i) Sei A € C Nullstelle von Py mit Vielfachheit k. Dann sind
die Funktionen
e x - e Pl inear unabhdngige Ldésungen von

(1).

i) Verfihrt man gemdf(i) fiir die verschiedenen Nullstellen \
von Py, so bekommt man ein komplexes Fundamentalsy-

stem.

ii1) Reeller Fall : Seten a.,...,a,—1 € R.
Ist A\ = p+iv € C—R Nullstelle von. Py (=> X\ ebenfalls
Nullstelle), so spaltet man die Lésung aus (i) in Re und
Im auf und erhdlt die 2° reellen Funktionen

zle!” cos(vx), zle sin(ve), ¢=0,...,k—1

(Die zu X gehorigen komplexén Lésungen liefern dieselben
reellen Lisungen und bleiben deshalb unberiicksichtigt!).
Ist o reelle Nullstelle mit Vielfachheit €, so bekommt man
daraus die Losungen '

al e p=0,...,0—1].

Verfihrt man so fir alle Nullstellen, so erqgibt sich ein re-
elles Fundamentalsystem.

Bemerkung :

Man kann 22.13 ohne Riickgrift auf Jordan-Formen direkt
beweisen.
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Beispiel :
Y 4+ 4y W 4+ 298 — 49" + 8y + 16y = 0

PO) = A +40 +2)3 —4X> + 8\ + 16
= (A+2° (W —2)+42)
= A+2°A=1+49)(A=1—1)
— Fundamentalsystem : e 2%, z-e72%, 2.7 ¢ gin x, ¥ CcosT

— Ubung : ausfiihrliche Diskussion der “seddmpften Schwingungen”

y'+2ay +by = 0, a, be R



